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Ршен!е уравненИя: 
Аз В’ -- Са? -- Ве -Е АЛЯ = 0. 


$ 1. Положимъ, что требуется р8шить уравнене : 
Аж -- Ваз + Ох? В -Е АР? =0, (1) 


А=0и#=0. (2) 


тд 


ДЪля обЪ части уравнен!я (1) на л?, получаемъ равносильное ему 
уравневше : 


да Ве О-В. А. — (3) 
или ‚5 
А +в (+) о. _ 
Полатая : © 
аи 3 ® 


и замЪчая, что АА 
2 У 
ау, ‚(6 


ры 


получаемъ для опредЗленя у уравнене : 
А(у? — 20 Е Ву--С=0, ео 


Ау’-- Ву- (С —2А® =0, (8) 
откуда найдемъ для у два значеня: у1 и 45. 


Зная у, опредЪляемъ х изъ уравненля (5); освобождая это урав- 
нен1е отъ знаменалелей, получаемъ равносильное ему ‘при услови (2) 


уравнене : 
42 — ух +В =0, (9) 


2 = (у= У — 4). (10) 
Полагая здфсь у=у. найдемъ для 2 два значешя: 2: и 2%; по- 
лагая’ у = уз, получимъ еще два значен!я: 23 И 224. 
$ 2. Сравнивая уравнеше: 


Аа*-- Ва’ Са? го, = (0 


съ уравненемъ (1), заключаемъ, что уравнене (11) можеть быть при- 
ведено къ виду (1) безъ введен1я вмФсто д новаго неизв$етнаго только 
въ томъ случа, если два уравнен1я 


= Ви Е= АЙ? , (12) 


имЗютъ общее рзшен!е относительво неизвЪстнаго #. Исключая # изъ 
уравненй (12), получаемъ слёдующее услове ихъ совмфетности: 


А1— ВЕ = 0, (18) 


Услове (13) и представляеть критерумъ возможности приведен1я 
уравнения (11) къ виду (1) безъ введен1я вмЗсто х новаго неизв стнаго. 
Если коэффищенты уравнен!я (11) удовлетворяютъ условю (13), то 
уравнеше (11) можно замЗнить уравненемъ (1), гдз коэффищенты А, 
Ви Ст же, что и въ уравнени (11), а 


р 
=. (14) 


ИЛИ 


откуда 


$ 3. Полагая к =1 въ уравневи (1), получаемъ возвратное урав 
нене первало рода*): 


Аа^ - Ва? + 0-Е Ва-РА=О. 5” 


Полагая # = —1 въ уравнен!и (1), получаемъ возвразииое урав- 
неше второо рода **): хх 


А* -- Вх? - 05? — Вх А =0. (16) 





*) Н. Н. Маракуевъ. Элементарная алгебра. Часть и. м. 1887, Стр. 117, $ 542. 
**) Тамъ же, 
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Рьшене уравнений (15) и (16) вытекаетъ само собою изъ рёшешя 
уравненя (1); между тзмъ въ учебникахъ алгебры объ уравненм (1) 
обыкновенно не говорится ни слова, уравненшя же (15) и (16) раземат- 
риваются независимо одно отъ другого. На этотъ недостатокъ обращено 
внимане въ рецензи учебника алгебры: „Ооигз 4’А]еёге @6тетшате, 
раг 7. Е. (АНге Маше, А Тоитз; СВ. Роиззе]еще, & Рал!з; 1896)“, по- 
м8ёщенной въ журналЪ: „Фопгпа] 4е Мат6тайдиез &]етепаез. РаЪИ6 
300$ 1а ЧтесЯоп 4е М. .4е ТГопосватрз. № 2. — Ебумег 1897. Рамв. 
Расе: 43“, и подписанной инищалами: С. Г.. (вфроятно: (@. 4е Тюопе- 
<Валрз). Именно тамъ говорится слдующее: 

„Г’адцеиг ше регшейга-{-П ппе 16о6те ст@дае“? ) 

„Готзаице, &.1а разе 158, П рае 4ез бачаЯопз тбетргодиез ди ача- 
„и1еше 4ебтб, П 41зипоие--}]е за1з дие себе @зитсйоп а 646 1аЦе раг 
„@’алтгез—Чез бапамопз тёслргодиез Че ргепшуёге её 4е 4еих1ёте езрёсе. 
„Ппуа, & Меп епу1засег 1а сВозе, сошше ]е {а1залетё 1ез апфепз албейгв 
„(Мауег её Сводиеё побатшет, %я ша шбётоше пе ше бошре раз) 
„ай’апе зеще вдаайоп тбс1ргодие аи дпайлёште 4езтб: 


Ад + Ваз Сл? 4 ВЕ АР =0, | 


„@апз 1аапеПе № ез6 ип раташёйе длесопапе. Оп рей 4оппег & # 1ез 
„уаеитз -- 1, —1, её Ъеапсоир 4’апёгез; ша1з се]а пе сопзЫбие раз 4ез 
„септез 41 6гепз еб ‘ап’И зой пбсеззалге 4е Ф@зИпеиег еп 4епх езрёсез“. 


На это зам чане слФдовало бы обратить вниман!е составителямъ 
не только французскихъ, но и русскихъ учебниковъ алгебры. 


$ 4. Къ рЬшеншо уравненя вида (1) приводить между прочимъ 
извфстная задача Панпуеа: 


Дана точка А на биссектриссь прямою ла, составляемало пря- 
мыми мичями ХХ! и У\'; провести черезь эту точку прямую ли 
этак, чтобы отрзокь ея въ одномь изъ четырежь уловъ, образуемыхь 
прямыми ХХ’ и УУ', имъль данную длину р. 


Пусть (фиг. 1): 
АВ.1 ХХ', АС | УУ!, 
АВ=АС-==а, МХ ==, 

ВМ =, СМ =. 


Изъ подоб1я треугольниковъ АВМ и 
МСА. сл$Здуетъ пропорщя: «у 








- ВМ _ ВА 
СА СМ’ 
ИЛИ 
х _а № 5 
Ре. 9 
оукуда 


ху =”. : (18) 


о а ОТ ны Е г оао. ^^ м 9 Г; ри саьаы т: 
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Изъ прамоугольнаго треугольника МОМ. выводимъ: 
0М* -- ОМ" = ММ", 
(«ра + и а) =». (19) 
Исключая у изъ уравнен!й (18) и (19), получаемъ уравнеше : 
*-- Заз? + (2а? — р’)? -- ав - а == 0. (20) 
ПримФняя къ этому уравненшю критер1умъ (13), получаемъ: 
1.(2а°)? — (2а)?. а = 4а8 — 442. а* = 448 — 48 =0. (21) 


Сл довательно приведен!е уравненя (20) къ виду (1) возможно, 
и для этого приведен!я надо только на основани формулы (14) при- 
НЯТЬ : 


или 


з 
2 ты —а ы (22) 
За 
тогда уравнене (20) представится въ слёдующемъ видф: 
| 2ах3 + (2а? — р?)х? | 2а .азж- 1.(а?)? =0. (23) 


Для рёшеня этого уравнен!я дЪлимъ об части его на д? и по-- 
лагаемъ: 


а? 
+ —=3; (24) 
х . 
тогда для опредфлен1я з получимъ уравнен!е: 
52 -- 2аз — р? =0. (25) 
Зная з, найдемъ х изъ уравнения (24), которому равносильно. сл$-- 
дующее: 
22? — зе Ра’ =0. (26) 


$ 5. Сиетему уравненйй (18) и (19) можно рфшить также сл$ду-- 
ющимъ способомъ, не зависящимъ отъ уравненйя (20). 


Уравненше (19) представляемъ въ слёдующемъ вид%: 


я -у?-- 2а? - 2а(# Ну) —’=0, (27) 
или на основан1и уравнен1я (18) такъ: 
ау’ 2зу- 2а( Ну)—2'=0, (28) 
откуда . {© 
(#- у)? 2а(#-Ру) — 2 =0. с (@9) 


Полагая здЪеь < 
для опред$леня & получаемъ уравнене: А г 
Ра — р? =0. | (31) 


ЫУ——————ы-..‘-- --.-- ыы 9 АН 45 $’. к 4-2 р ие 
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Изъ уравнений (18) и (30) слФдуеть, что хи у будуть корни 
жвадратнаго уравненя: 
и? —ш-Ра?=0. (32) 
Уравнене (31) дастъ для # два значешя: д и 4. 


Положимъ, что изъ ‘уравнен!я (32) при &—& найдемъ для и два 
значен1я и и %, и при {== еще два значеня и и и’.; тогда: 





® =, Им, 
22=—=и., УФ==и', 
#3 — и", 8—2 и", 
24, ди. 


Послвдняго способа рёшен!я задачи Паппуса мнЪ еще нигдз не 
приходилось встр$чать. 
С. Гирманъь (Варшава). 


Построене корней тригонометрическихь уравнений, 


Г (Окончанае*) 


Изслъьдованде. Услове пересВчен1я и касания круговъ выражается 
формулой 
(+ 9?> В0?> (с — 4), 
жоторую посредствомъ равенства 
ВО? = а? -- 5? — 2465059 
можно преобразовать къ виду 
са > — а5соз@ > — с4 или са > а 606. 


Этимъ неравенствомъ и выражается услове возможности задачи. 
Построене корней уравнешя а’зт?х -- 928? (© — х) = с°. 
Покажемъ, что корни этого уравненйя могутъ быть отысканы н& 

«снован!и построен1й предылущей задачи. Прежде всего замфтимъ, что 

достаточно найти только два корня, такъ какъ два друге найдутея 

путемъ прибавлен!я къ нимъ по л. ЗатВмъ очевидно, что уголъ-@; бу- 

‘дучи положительнымъ, по причин перодичности синуса долженъ быть - 

меньше двухъ прямыхъ. Отсюда явствуетъ возможность двухЪ случаевъ: 


с и © = 


\ 
| 
а 


*) См: „Вёсти. Оп. Физики“ № 249. 
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я л ЕН 
Случай © > с Отнеся къ этому случаю ваши построенйя, мы до- 


. л 
пустимъ, что они выполнены при услови АНИ Если обозна- 


чимь Д ВОА =4,, то, принявъ во внимане свойства угловъ четыре- 
угольника ОЕЕС, получимь ДВЕА = — 4. Изь прямоугольныхъ тре- 
угольниковъ ВС, ЕСА ‘и АСВ найдемъ: 


ВС = азша’, АС = 031 (© —-<'), ВС*-- Аб?=АВ? 
ат? а -- 6291? (© — 27) = 6. 


Пусть теперь Д ЕБА' =", тогда изъ разсмотр®в1я треугольниковъ 
ОЕ’А' и А’СЕ' получимъ СВЕ! = @—д". Изъ прямоугольныхь тре- 
угольниковь ВО), Е’С’А' и А'С’В найдемъ: 


ВС' = азный, А’С’ — 5 (@—2"), ВО А? = АВ? 


ИЛИ 


или 
а? ат?" Е 6? вт? (0—") = 6?. 
л Е 
Это значить, что въ случаЪ от корнями нашего уравнения слу- 
жать углы ВОА и с 


Случай © =. На этоть разъ за уголь @ слфдуеть принять. 


= 


5 —© и повторить прежн!я построенля. Тогда подобно предыдущему 


легко убЪдиться, Чо ВЪ этомъ случа корнями уравнен!я 
ат? -- 52ш?(@ — 4) == с? 
будутъ углы ВОА' и ЕПА. 
Изслъдоване. На основан!и тождествъ 
28175 =1 — 60325 и 25 (о в) = 1 — с03(20—25) 
наше уравнен!е приводится къ виду 
а?с082х -- 523т(20 — 25) = а? | 5? — 2%. 


Услове возможности этого уравнен!я, а слфдовательно и даннато, вы- 
ражается формулой 


(а -- 5? — 262) == а*-- 5“ - 245200826 или абзшо == са. 


Отсюда‘ вытекаетъ, что задача имфетъ четыре рфшеня, если ов 
творяется неравенство 
абзто >> са,' 


два, когда оно обращается въ равенство, и невозможно. во. ВСВ ос- 
тальныхь случаяхъ. 
Построевще корней уравненбя ао? - ща с 6. 

Задача. Черезь концы зитотенузы даннаю_ прямоуюльнаю тре- 
зпольника провести параллельныя между собою прямыя такъ, чтобы 
прямая, соединяющая точки ить перестъчендя со. сторонами прямозо узла, 
имъла данную величину. 
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Пусть АВС будеть данный прямоугольный треугольникъ, ии$ющий 
в  катеты ВС=аи АС=; пусть АЕ и ВЛ будуть ис- 
комыя параллельныя между собою прямыя, перес$ка- 
ющяся со сторовами прямого угла въ точкахъ Ш и Е, 
причемъь ОЕ = с. Обозначивъ 


ОС=а, ЕСА, ДОВЕ,, АЕ ий 
получимъ 
3 © == ао, @ = бед, ав == а 


мы Это значить, что прямая ПЕ есть касательная къ. 
кругу, описанному изъ центра С рад1усомъ аб:с. Такихъ касательныхъ 
при услови с*>2аб существуютъ дв, а при услоыи с? ==2а6 одна. За- 


м%чая, что 
о вс, 


ао? | 620? = 62. 
Отсюда видно, что х’ есть корень нашего уравнен1я. Такимъ же обра- 
зомъ для другого положеня касательной ПЕ найдется другой корень 
д", остальные два будуть л-ж' и л— 1". 
Если къ обфимъ частямъ уравненя 


а4е?х | 6софе?х == с? 
прибавимъ ко 2а6, то получимъ: ^ 
(вх - 6с02)? = с? 245. 
Это уравнен1е распадается по два 


ох -- вое == Ус? 2а5 


ае(л — 2) | вов (л — в) =У-- 245, 

вкоторыя доставляютъ всВ четыре корня, каждое по два. 

Теометрическое мльъстюо. Въ кругЪ проведены д1аметръ 
АВ=27 и перпендикулярная къ нему хорда СО на разстояни Аб=а 
отъ точки А. Изъ точки А проведена прямая АРО, перескающая хорду 
`и окружность въ точкахь Ри () и за- 
т%мъ на отр$зкз РО, какъ на хордф, 
описана окружность даннымъ рад1усомъ о. 
Если черезь Е обозначимъ центръ этой 
окружности, то РЕ = 0. Предложимъ себЪ 
задачу найти геометричесвое место то- 
чекъ Е. 5 

Пусть Е будеть средина Р@. Изъ 
прямоугольныхъ треугольниковъ -АРЕ и 
РЕЕ получимъ: — 

АЕ? = КЕ?-- АЕ?, ЕЕ? —= РЕ? —РЕ?. 

Обозначивъ АР =: х, на бсновани подо- 
б1я треугольниковь АРб-и. АВС} найдемъ: 


А9:АВ=АС:АР или АО = т 


получаемъ: _ 








ЗатВмъ будемъ имЪть: 


а 2% эт 
р — 27а 2 рр 27а", Ар 92 х 
5 2% 25 


Отсюда на основании формулы 


АЕ? —=РЕ?*-|- АЕ? — РЕ? 
получимъ: 


АЕ? —=0?-|- та. 


Это значить, что если на продолжени ВО отложимъ ОН -==0 и изъ 
точки А, какъ изъ центра, опишемъ кругъ рад1усомъ АН, то этоть 
кругъ и будетъ искомымъ геометрическимъ м$стомъ. Слдовательно: 

Геометрическое мюсто центровь крувь данною радуса, обладаю- 
щихь пиьмь свойствомь, что всь прямыя, соединяючия точки перестче- 
ная лмюбою изъ нихь съ даннымь круюмь и съ данною хордою, проходять 
черезь средину душ, стячиваемой этою хордою, есть окружность оти- 
санная изь средины душ, какъ изь. центра, радбусомъ, равнымь итоте- 
нузь такою треуюльника, у котораю однимь катетомь служить пря- 
мая, соединяющая средину дуии сь концомъ ея, а друимь катетомь—дан- 
ный радусь. 

Примьчане. Въ томъ случаЪ, когда прямая СО, оставаясь пер- 
пендикулярной къ АВ, перестаетъь пересФкать данный кругъ, искомымъ 


й 





2 
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геометрическимъ м*стомъ будеть окружность, описанная изъ точки А, 


какъ изъ центра, радусомь И0?— Эа, гдВ а означаеть разстояне 
точки А отъ прямой. СЪ. 

Задача. Найти на крумь точку такъ, чтобы прямыя, соединя- 
ющия ее съ двумя смежными вершинами даннало квадрата, вписанналюо 
$ круть, переськались съ Фалоналями квадрата въ точкажь, отстоя- 
зцихъ одна отъ друюй на данное разстояне. 

Означимъ это разстояне черезъ с, а радусъ даннаго круга черезъ 
а. Пусть 0 будетъ центръ даннаго круга, АВ = 2а и СР = 24 его вза- 
имно ыы даметры, А) =ау2 сторона даннаго квадрата. 


Отложивъ ОМ = ——= У на продолжени ВО, изъ точки А, какъ изъ цен- 


тра, опишемъ кругъ рад1усомь АМ; т$мъ же радусомъ изъ точки О, 
какъ изъ центра, опишемъ другой кругъ. Эти круги перес$кутся между 
<0бою въ точкахъ Е и Е.. Пусть кругъ, описанный изъ Е, какъ изъ 


с 
центра, рад1усомъ ео перес кается съ даннымъ кругомъ въ 


точкахь Ки С, сь прямою АВ въ точкахъ Ни К и съ прямою СО 
въ точкахъь Ми Г; а кругъ, описанный изъ ‘точки Е', какъ изъ центра, 


6 
радлусомъ =, пусть перес$кается съ даннымъ кругомъ въ точ- 


кахъ Е'и С’, съ прямою АВ въ точкахъь Н’и К’и съ прямою СО въ 
точкахь М’и Г/. Докажемъ, что точки Е, @, Е’и 6’ суть искомыя. 
Въ самомъ дЪл по свойству геометрическихъ мЪстъ, которыми 
мы здфеь пользовались, каждая прямая 
ГЕ, @М, ПЕ’ и б'М' 
должна пройти черезъ точку А, а каждая прямая 
Ка, ЕН, К’@' и ЕН" 


черезъ точку О. Отсюда видно, что углы ГЕН и МСК составляютъ 
дополнен!я- до`двухъ прямыхъ отнобительно угловъ РЕА и ОСА; а 
углы ГЕН’ и М'’С’К' суть вертикальные относительно угловъ АЕР и 
АС’). Слфдовательно 


лен =” дмек =”, СЕН’ 37, име =. 


Это значить, что 
ТН, МК, ГН,, МК' -& 
суть стороны квадратовъ, вписанныхъ въ круги Е и Е'; а ТакЪ кавъ 


с 
радлусъ каждаго изъ этихъ круговъ есть у2’ то 


СН==е;'МК =е; ЦН! =с, МН’. 


что и требовалось доказать. 
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„Изсльдовае. Перемфщая точку Р по дуг$6 ОВСА и опред$ляя 
всяый разъ длину прямой (В, соединяющей точки пересфченя д1аго- 
налей даннаго квалрата съ прямыми РА и 
РО, мы безъ труда замЪтимъ, что наимень- 
шее. значене (В, соотв тствуеть тому слу- 
чаю, когда точка Р лежитъ на средин% ду- 
ги ВС. Подобнымъ образомъ можно убфдить- 
ся, что когда точка Р’, перемВ щающаяся по 
дуг АО, займеть средину этой дуги, тогда 
осуществится шшиииш прямой ©'В’, соеди- 
няющей точки пересЪчен1я д1агоналей дан- 
наго квадрата съ прямыми Р'А и РУ. Вы- 
числимъ наименьпия значення ОВ и ОЪ.. 
Равнобедренные прямоутольные треугольни- 
ки ООВ и О’ОВ, даютъ 


ОЕ = 0О9У>, 9/В' = 00' У2. 


Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ АО) и РОО. находимъ: 








_ 09, =а =(У2—1)а,00'= асов" —=(У2- 1)а. 


СлЪдовательно 
ОВ = (2— У2)а, Ч/В/= (2+ У2)а. 


ИмВя это; не трудно заключить, что вефхъ рЬшенй` задача будеть 
‘имЪть 


4 когда в> (2 У?2)а 
О = (2 У2)а 
2 „о (2+-У2азе> (2—УЗа 
тва в=(2—72)а _ 
ее < (2—Т2)а. 


Построене корней уравненя ао? -- ао? Е — г) = с. 
Повторивъ веЪ построеня предыдущей задачи и введя обозначены 
ДОАГ = ДОК ==, ДОН =  ОАМ=х, 


Д ОА = ДОБК' =", ДОН = ОАМ' =”, 
получимъ: з 

А т т 3л 
Е =уия - 2 а 


Изъ Е треугольниковъ 
ОАГ, ОПК, ОБН, ОАМ, 


ОАТ/, ООК', ООН', ОАМ’, 
найдемъ: , 





ОТ.=0К = ава, ОН=ОМ = ава”, 
ОГ" = ОК’ = ава", ОН’ = ОМ! = ва". 
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Принявъ во вниман!е, что Е г: РИ мет 
ОТ? -- ОН? = Н? = 62, ок? -- ОМ? =КМ? = с, 
О --ОН" = МН =, ОКЗ ОМ = КМ, с. 
будемъ имЗть: 
— а’ Нах =02, ао" ая М = с. 


ИмЪя это, легко уже заключить, что корни уравнен!я 


24525 —- ое? Ё А г) == с? 


суть углы: 
,, л—4’, л—д", ла". 


Построенёе корней уравненя ак -- ао *(®—) = 6. 
Это уравнен!е можеть быть представлено. въ вид% 


(мед -Ё а(@—) + асоео)? == с? 2 Ч асов". 
Пусть 9'>0 и @' < 0 будуть корни уравнен!я 
4 -- Зайсово = с? Эа. 
Тогда предыдущее уравнен!е распадетея на два Такихъ: 
арх - 2 (@—2) = а’ 
ах -Е (0—4) = а" 


Будемъ разум$ть подъ @ уголь, меньший двухъ прямыхъ. Услове. в0з- 
можности перваго уравнен1я будетъ 


. @ 
а'> 2азто — а'с050 или 4 >20 5‘ 
Поставивъ сюда на’ м$ето 4’ его ‘значен!е, получимъ:“ 


с?аУ? 8 


Что касается уравненйя 
ох -- с (2—2) ==94" или а (л—)-- а эт = — 4, 


то услове его существованя будетъ: 






— 4"> 343 па — 4'с08® или —а'> асов > 
Поставивъ сюда на м%сто @' его значение, получимъ: 
[г] 
с2аУ2 е0% 5 


На основан!и сказаннаго не трудно сосчитать число рфшенй. задачи. 


т 
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При этомъ надо различать два случая 
0<®<5 и 5 <® <. 
Въ первомъ случаЪз всзхъ рзшев!й будетъ: 


4 когда. с > ау? сов. 
ани е=аУ2 сов 
Я а У2 во" >> ау? во 
[7] 
Вы: —=аУ2 5 
о жр с<аУ? в Е 
Во второмъ случа везхъ рёшенй будетъ: 
4 когда с > аУ2 => 
За е=ау? шо 
пала ау > с> 208 
И с=аУ2 в ° 
би са? со о. 


Построен1е угла х, которое должно быть исполнено при посредств8 
уравнен!й 

аще -- ов (о—2) =@' и Ио О 
даетъ ЕЛЮЧЬ къ ршеню слЗдующей задачи. 

По узлу между двумя “взаимно противоположными сторонами и по 
длинь двухь друить сторонь построить четыреуюльникь такъ, чтобы 
дёолонали ею были взаимно перпендикулярны и чтобы онъ были одина- 
к0во наклонены къ одной изь данныхь сторонъ. 

Задача. Даны двъ пересъкающияся прямыя и точка, лежащая 
65 равныхь оть нихъ разстоящяхь. Помъетиить между этими прямыми 
прямолинейный отръзокь данной длины такъ, чтобы изь данной точки 
онъ быль видень подь прямымь умом. 

Пусть СЕ и СЕ будуть данныя прямыя, перес$кающуяся еду 
собою иодъ угломъ ЕСЕ = ©, а О— данная точ- 
ка, лежащая въ разстояняхъ ОА =аиПОВ=а 
отъ сторонъ угла. Означимъ черезъ с длину 
даннаго отр$зка и вообразимъ, что задача `р%- 
шена, именно: 


ЕЕ=Сси СЕРЕ-.. 


Продолжимъ ЕР до пересёченя съ СЕ въ точ- 
ЕЁ Чи пусть С ЕСЕ = х; тогда изъ прямо- 
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угольныхь треугольниковъ РАЕ и ОВЕ получимъ: 


а 
= ки БЕ=—— 
.81(2—0©) 608% 
и согласно условю найдемъ: 
а? Е а 
812 (0—4) 60575 





Вычитая изъ каждой части этого уравнен!я на 247, будемъ имЗть: 


ат Чаша (5 ев) = 3 


Это уравневн1е сохраняетъ свой видъ независимо отъ того, будеть ли 
© острый или тупой уголъ. Число его р$шений узнается по таблиц: 


<<: июня 
4 ау? < по р т а Уз<еви(5 т 
3 аУ2 = сео Е о а Узева( ие е] 
2 ров + ‹} аУ2 > с “(5 `В +. (5 — 4 Узени( — :) 
| Е ау? = сео 4) уве — ;) 
© ау2 > е-в(5 И —| вузе а 


Построен1е производится, когда’ @ острый уголъ, при посредетвв урав- 
ненй 


О 


а (л — 2) ие (: их «—9)- =— `аво + и о > 


& когда © тупой уголъ, при посредств% Е Е 
арх -- ие (= См г) == со -| Ура и 


@(л—з) | с т —@— (л— 5)= =. ео роман, 





а аа оля 


ый 2) 
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Задачи. Въ заключене  предложимъ несколько вопросовъ, кото- 
рые въ той же м$р№ могуть способствовать къ интерпретащи изложен-- 
НЫХЪ построенйй, сколько сами нуждаются въ этихъ построен1яхъ для 
своего рзшеня. 


1. Черезъ одну изъ вершинъ треугольника провести прямую такъ, 
чтобы сумма или разность ея разстояй отъ двухъ другихъ вершинъ 
имфла данную величину. 


2. Черезъ дв вершины треугольника провести прямыя параллель- 
ныя между собою такъ, чтобы сумма или разность ихъ разстоянй отъ 
третьей веригины треугольника имфла данную величину, 


3. По длинЪ двухъ взаимно противоположныхъ сторонъ и поуглу 
между ними построить четыреугольникъ такъ, чтобы его дагонали были 
между собою перпендикулярны. 


`4. По углу между двумя противоположными сторонами и по длин® 
взаимно-перпендикулярныхъ д1агоналей построить четыреугольникъ такъ, 
чтобы одна изъ магоналей длилась другой на части, находяцйяся въ 
данномъ ‘отношен!и. 

5. По суммВ двухь сторонъ и углу между ними построить тре- 
угольникъ такъ, чтобы перпендивкуляръ, опущенный изъ вершины этого 
угла на противоположную сторону, им$лъ данную величину. 

6. Черезъ точку, данную на биссектрис® угла, ©, провести двЪ пря- 
мыя подъ угломъ @ такъ, чтобы ‘длина ломаной, полученной внутри 
угла ©, имфла данную величину. 

7. На прямой описаны два круга,. одинъ какъ на хордЪ, другой 
какъ на д1аметр®. Черезъ средину дуги, стягиваемой хордой, провести 
прямую такъ, чтобы часть ея, заключенная между кругами, имЪла дан- 
ную величину. 

8. Даны два перес$кающихея круга. Провести между ними пря- 
мую данной длины такъ, чтобы изъ точки пересЗченя круговъ она 
была видна подъ, прямымъ угломъ. 

9. Построить параллелограммъ зная его углы, сумму квадратовъ 
длагоналей и разстоян!е одной изъ нихъ оть противолежащей вершины. 


П. Флоровь (Ст. Урюпинекая). 


Начало возможныхь перемьщенй въ элементарномь Нур 
физики, 





Законъ равновЪе1я т®ль поставленныхь или вовсе не’доказы- 
вается въ учебникахъ физики, или въ доказательство его\-ириводится 
нЪеколько соображевнй, совершенно’ недостаточныхъ. И\\то. 
одинаково плохо, особенно въ началЪ курса, потому „что, ` 
ложен!ю неопредЪленный и неустойчивый харавтер®путаетъ понятя 
учащихся о томъ, какого пониманя ‘предмета должны они добиваться 
при его изучени. Наши собственныя попытки устранить этотъ недо- 
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статокь оставались такъ-же безусп$шными и наконець привели насъ къ 
необходимости изложеня начала возможныхъь перемзщевнй. Сначала, 
мы даемъ нфеколько примфровъ, объясняющихъь смыслъь „начала“ и 
оправдывающихъ его на т$хъ случаяхъ, гдЪ равновЪе можеть быть 
доказано соображен!ями другого рода, потомъ прим$няемъ къ доказа- 
тельству законовъ равновзя т%ль, подпертыхъ въ ‘одной точкф, и 
тфлъ поставленныхъ. Изложен1е въ такомъ вид совершенно доступно 
пониманию учениковъ гимназй и только незначительно удлиняетъ курсъ. 


1. Начало возможныхь перемщенй. 


Для равновьсёя несвободналю тверда ьла необходимо и доста- 
точно, чтобы равнодьйствующая сила образовала прямой или тупой 
узоль с0 всякимь перемьщенемь, которое возможно для точки прило- 
эжендя ея. 


1Т.. Положимъ, что несвободное твердое т$ло представляетъ кольцо, 
надЪтое на твердый стержень, концы котораго укр$плены. Если кольцо 
находится у конца стержня, то для него возможно только одно пере- 
мзщене по направлен1ю самого стержня къ другому его концу. По ка- 
кому бы направлен!ю ни дЪйствовала сила,— если напр. привяжемъ къ 
кольцу нитку и будемъ ее натягивать въ любую сторону, — разлагая 
эту силу на двЪ составляюцщия, одну по направлен1ю стержня, другую 
по направлен1ю перпендикулярному, легко убфдимся, что обЪ составля- 
юш1я уничтожаются сопротивлен1ями и т$ло остается въ равновЪаи, 
если дЪйствующая сила образуеть съ направленемъ стержня тупой 
уголь; если же этотъ уголъ острый. то составляющая, направленная по 
‚ длинз стержня, не ветр$чаетъ сопротивлен1я, и кольцо приходить въ 
движенге. 


2. Если кольцо находится не у конца стержня, для него возможны 
перем щен!1я къ тому и другому концу. Тогда всВ направлен1я силы, 
кром$ перпендикулярныхъ къ стержню, образуютъ либо съ однимъ, либо 
съ другимъ перемщенемъ острый уголъ; по предыдущему убЪфдимся, 
что равнов$ я не будетъ и кольцо станетъ двигаться по тому направ- 
лен1ю, которое образуетъ съ силой острый уголъ. Только когда сила, 
перпендикулярна къ стержню, она образуеть съ обоими возможными 
перем$щен1ями прямые углы. Въ этомъ случаВ сила уничтожается со- 
противленемъ стержня, и равновзс1е сохраняется. 


8. Пусть несвободное твердое т%ло представляетъ шаръ, лежаший 
на твердой горизонтальной плоскости. Для него возможны перем$щенйя 
по всевозможнымъ направлен1ямъ, идущимъ параллельно плоскости, или 
вверхъ отъ нея. Если сила направлена вертикально внизъ, то она^0б- 
разуетъ со вефми возможными перемёщен!ями прямые или тупые углы. 
Но сила въ данномъ случа уничтожается сопротивлешемъ илоскости, 
и тЬло останется въ равновёеаи. При всякомъ другомъ направлени 
силы, она будетъ съ нФкоторыми изъ. возможныхъ перемфщен!й обра- 
зовать острые углы, и равновзсйя не будетъ. Въ этомъ легко убфдиться, 
разлатая силу на слагающйя, одну— перпендикулярную плоскости, дру- 
гую-параллельную плоскости; посл$дняя составляющая не ветрётить 
никакого сопротивленйя. 








П. Равновф ое тяжелаго тёла, подпертаго въ одной точи®. 


Для тЪфла, укрЗпленнаго въ одной точкЪ, возможны только вращен!я 
около точки опоры. Каждая точка такого тфла, а значить и центръ 
тяжести, можеть перемЪщаться по всевозможнымъ путямъ, каке можно 
провести на поверхности шара, имфющаго центромъ точку опоры, & 


А 





В 
р ее 





рад1усомъ--разстоявн1е отъ данной точки 
до точки опоры. Пусть кругъ СС"С’С"" 
(черт. 1) представляеть сВчене шара, 
по которому можеть  перемщаться 
центръ тяжести даннаго т$ла, вертикаль- 
вой плоскостью, проходящей черезъ точку 
опоры и центръ тяжести. 


Если цевтръ тяжести лежитъ въ 
точкВ С, на одной вертикальной лини 
съ точкой О, то дуги ОС" и СС" пред- 
ставляютъ два изъ возможных»ь для точ- 
ки С перем щенй. Направлене ихъ въ 
точк$ С представляется касательной АВ 


къ кругу СС"С’С"', проведенной въ точкЪ С. ВЪеъ тВла направленъ по 
рад1усу круга СО и образуетъ съ обоими перемВщен1ями прямые углы. 
То же будетъ и дла вефхъ другихъ возможныхъ перемвщенй, лежащихъ 
въ другихъ плоскостяхъ, проходящихъ черезъ вертикальную лин1ю С0. 
СлЪд: сила образуетъ прямые углы ©0 вс$ии возможными для точки С 
перем щен1ями, и тёло будеть въ равновфаи. 

То же относится и къ положению центра тяжести въ точк$ С. 

Во всЪхъ другихъ положеняхъ центра тяжести, напр. въ точкЪ. 
С", сила тяжести образуетъ острый уголъ съ какими нибудь изъ в03- 
можныхъ перемфщен!й, напр. съ С"В", въ точкВ С” — съ С"А". Во 
всзхъ этихъ положен1яхъ равновфс1я не будетъ. 


ПТ. Равновзс!е тяжелыхь тёль поставленныхт. 


Пусть ММРФ) (черт. 2) предоставляеть разрЪзъ какого-либо тёла, 


р 





Фиг. 2, 


р 


поставленнаго на, горизонтальной плос- 
кости ММ, какой нибудь вертикальной 
`плоскостью, проходящей черезъ центръ. 
тяжести тфла. Пусть вертикальная ли- 
ня, проходящая черезь центръ тяже- 
сти, падаетъ внутри площади опоры 
ММ. ВеВ возможныя для точки СС’ пе- 
рем$щен!я направлены или вверхъ оть 
горизонтальной плоскости АВ, прове- 
денной черезъ центръ \Жяжести, или 
въ самой плоскости АВА) Въ самомъ 
дЪлЪ, не отрываясь. бовсВмъ отъ плос- 


кости опоры, тфдо можеть или скользить по ней, или вращаться около. 
точекъ М и М, краевъ площади опоры. Въ первомъ случа пути точки 
С лежать въ плоскости АВ, во второмъ возможныя для точки С’ пере- 
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мфщенятбудутъ направлены по прямымъ СР. и СГ’, касательнымъ въ 

гочЕВ С къ дугамъ, описаннымъ изъ точекъ М и К `рад1усами МС и 

МС. Если бы все тЪло поднялось съ плоскости ММ, то точка С. стала- 

бы перемъщатьея по одному изъ направлений СО" СО", СО"; т. е. 

вверхъ оть плоскости АВ. Въ первомъ случа, когда точка С движется 

авъ плоскости АВ, сила образуеть еъ пере- 
мВ щенемъ прямой уголъ, во всзхь осталь- 
ныхь случаяхъ — тупые углы. Слфд. тВло 
останется въ равновзаи. 

Если вертикальная лин1я, проходящая 
черезъ центръ тяжести, падаетъ вн пло- 
щади опоры (черт. 3), то одно изъ возмож- 
ныхъ для точки С перемфщенй, при вра- 
м М ‚  щенши тФла около точки М, будетъ направ- 

Фиг. 3. лено по прямой СО, касательной въ точкЪ 
С кь дуг, описанной изъ точки № радусомъ №0. СР образуетъ съ СО 
острый уголъ, и равновЪея не будетъ. 

Отсюда законъ равновзая тфль поставленныхъ: для равновться 
эиьла поставленнало необходимо и достаточно, чтобы вертикальная ли- 
я, проходящая` черезь центръ тяжести тльла, падала внутри пло- 
щади опоры. 








Б. Гернь (Смоленскъ). 


МАТЕМАТИЧЕСЕКТЯ МЕЛОЧИ, 


0 построенйи одного геометрическаго м$ета точекъ. 


Въ учебникахь обыкновенно указываютъь слдуюний способъ по- 
строевя эеометрическао мъста точекъ, для которыхь сумма квадралтовь 
разстояй оть овужь данныхь точекь была бы равна квадрату данна- 
10 отръзка т. *) 

Пусть данныя точки суть А и В. Строимъ при точкВ А уголъ 
ВАК=450, изъ точки В, какъ изъ центра, 
радлусомъ т описываемъ дугу, которая 
вообще перес$четъ прямую АК въ двухъ 
точкахъ: Ми М, затЪмъ изъ точекъ М 
и М опускаемъ перпендикуляры МО и 
МЕ ва прямую АВ; окужность, постро- 
енная на отрзкЪ БЕ, кавъ на даметрф, 
есть искомая. (Если дуга, описанная изъ 
центра В рад1усомъ и коснется‹прямой 
АК, что имфется только одна’\очка С, 
середина отрфзка АВ, удовлетворяющая 
требованю, если же дуга и прямая АК 
не имъють общихъ точекъ, то нфтъ ни 
Фит, 1 . одной точки, удовлетворяющей требова- 








*) Доказывается сначала отдфльно, что искомое геометрическое м$сто есть ок- 
ружность круга, центръ котораго совпадаеть съ серединою отр%зка, соединяющаго 
данныя двф точки. 





=—— тут С паи ее а ИЗО «. 
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ню задачи). Доказательство описаннаго построеня общеизвЪстно. 
Вифсто приведеннаго рёшен!я задачи я предлагаю слёдующее бо- 

лфе простое рёшеше. Въ серединё С отр№зка АВ возетавимъь къ по- 
слЗднему перпендикуляръ, затЁмъ рад1- 
усомъ т:2 опишемъ изъ точки (С, какъ 
изъ центра, дугу окружности, пересЪка- 
ющую прямую АВ въ точкВ Е, а пер- 
пендикуляръ къ АВ — въ точк% 0; по- 

и в Томь рад1усомъ, равнымъ ЕО, опишемъ 
изъ точки В, какь изъ центра, дугу, 
встрёчающую прямую СО въ точк М, 
и, наконецъ, рад1усомъ СМ опишемъ ок- 
ружность изъ центра С; послЗдняя ок- 
ружность и есть искомая. 5 


Фиг. 2, Доказательство. Достаточно дока- 
зать, что точка М принадлежить искомой окружности. Имфемъ *). 


МВ* -{- МА*=2. МВ" =2. 0’, 






но: 





т\? 1 
БЕ*— 00° + 0-9. 082. (5) =5 7 
слздовательно: НЫЕ А 
МВ* - МА? = т», 
что и требовалось доказать. 


Изсльдованае. Въ общемъ случаЪ дуга «В пересЪкаетъ прямую 
ОС, и тогда окружность строится, какъ было показано. Если дуга ав 
касается прямой ОС, то точкою касанйя можеть служить только точка 
С, и въ этомъ случаЪ эта точка есть единственная, удовлетворяющая 
условю. Наконецъ, если дуга &6 и прямая СО не имютъ общихь то- 
чекъ, то нЪтъ совсВмъ точекъ, удовлетворяющихъ требован!ю задачи. 

Построене рзшенйя задачи тзмъ точнзе, ч$мъ меньше приходится 
при построен!и проводить окружностей и прямыхъ лин. Считая про- 
веден!е одной прямой лини и построен1е одной окружности за, элемен- . 
тарныя дЪйств1я, можно сказать, что число элементарныхъ дЪйствй, 
необходимыхъ для выполнен!я какого-нибудь построен!я, есть единствен- 
ное м8рило простоты этого построенйя: построене слздуетъь считать 
т$мъ боле простымъ ч$мъ меньше оно требуетъ элементарных ры 
стай. 





Если сосчитать число элементарншхь  дЪйстый, требуемыхъ. ‘при 
р»шен!и нашей задачи по каждому изъ изложенныхь здЪсь, пруемовъ, 
то окажется, что первое рёшеве требуетъ 22 элементарныхь дЪйствй, 
рёшев!е же, предлагаемое мною, только десяти; отсюда\яено, что мое 
р$шене иметь значительное преимущество передъ общеупотребитель- 
нымъ по отношеню простоты, а, слФдовательно, и точности. 


М. Фе. лъдблюмь (Варшава). 


*) Вспомогатедьныя лини, нужныя для доказательства, на чертеж не отмфчены. 
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ЗАДАЧИ. 





Р$шить тригонометрически слЗдующя задачи изъ собран!я гео- 
метрическихъ задачъь Пржевальскаго (№№ 427—431). 


№ 427. Если ри Р периметры вписаннаго и описаннаго правиль- 
НЫХЪ МНОГОугольниЕовъ ТОГО же числа сторонъ и р’ и Р' периметры 
вписаннаго и описаннаго правильныхъ иногоугольниковъь съ двойнымъ 
числомъ сторонъ, то 
2Рр 
Р=--— и Р.р. 
Р-р’? Р.Р 
Н. Николаевь (Пенза). 


№ 428. Периметры вписанныхъ правильныхьъ многоугольниковъ о 
п, 21 и 4п сторонахъ суть: р, у’ и р"; показать, что 


на 2 
р-Еу 





Н. Николаевь (Пенза). 


№ 429. Обозначимъ черезь ух и В соотвётетвенно рад1усы вписан- 
ной и описанной окружности для даннаго правильнаго многоугольника, 
а черезъ ”’и В' соотвфтственно рад1усы вписанной и описанной окруж- 
‚ности для правильнаго многоугольника съ двойнымъ числомъ сторонъ, 
но имющаго одинаковый периметръ съ первымъ; показать, что 


ии в. 





Н. Николаевь (Пенза). 


№ 430. Обозначимьъ соотвЪтственно буквами В, В и В" рамусы 
описанныхь окружностей около многоугольниковъ, имЪющихъ одинъ и 
тотъ же периметр, о %, 2 и 4 сторонахъ; доказать, что 


в"_ НХВЧЕ) 
2Е 
Н. Николаевь (Пенза). 


№ 431. Пусть ж означаетъ отношене периметровъь вписаннаго и 
онисаннаго правильныхъ многоугольниковъ того же числа сторонъ, а 
т' — отношеше периметровъ вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ 
съ двойнымъ числомъ сторонъ противъ первыхъ. Показать, что 


не | ( ко” 


т! = а 


1 
2 





Н. Николаев (Пенза). 


№ 432. На выпуклую поверхность прозрачнаго полушара въ плос- 
кости ‘большого круга падаетъ лучъ, образующий уголь © съ перпенди- 
куляромъ къ плоскости, ограничивающей этотъ полушаръ. Показать, что 


$00 


этоть лучъ послЪ 2 внутреннихъ отражевй выходить изъ полушара съ 
наибольшимъ отклоненемъ, когда синусъ угла паден1я равенъ 


И 


гдз п есть показатель преломленя. 


Кром того показать, что лучъ послв трехъ внутреннихъ отра- 
женй выходить съ наибольшимъ отклоненемъ, когда синусъ угла па- 


ден1я равенъ 


4— п? 


П. Овъшниковь (Уральсвъ). 


` 


РЬШЕЬНТЯ ЗАДАЧЪ. 
# 





№ 53 (1 сер.). Что слёдуетъ понимать подъ абсолютнымъ нулемъ 


температуры? 


Отв$тъ читатели найдутъ въ стальЪ: прэф. Н. Шиллера: „Абсолют- 
ная скала температуръ“ (стр. 75—79, У-го сем. В. 0. $©..). ы 


Н. Соколов» (Клевъ), Н. И. (Тула). 


№ 216 (2 сер.). Доказать теорему: если три дагонали октаэдра 
пересекаются въ одной точк$, то объемъ его равняется шестой части 
объема параллелепипеда, три ребра которато соотв тетвенно равны 





У 


/ 


` 


Фиг. 1. 


2 


У 


ЕЕ 


\---=-=-----=-- 


29 


\ 


тремъ длатоналямъ октаэдрь, & уг- 
лы между ребрами равны угламъ 
между длагоналями. 

Пуеть длагонали АС, В) и 
55 октаэдра 5АВСОБ, перес%ка- 
ются въ точкВ О (см. черт. 1). 
Въ плоскости АВСШ строимъ 
параллелограммь АСЕЕ такъ, 
чтобы уголь АСЕ равнялся углу 


’АОШ и СЕ= ВБ; тогда пло- 


щадь параллелограмма АСЕЁРрав-^ 
новелика удвоенной площади че- 
тыреугольника АВС (такъ какъ 
площадь ОСЕС: равна удвоенной 
площади ВОЛ и площадь АСЕ 
равна удвоенной площади АВ). 
Строимъ теперь параллелепипедь 
КГММ К, [1 М, № \^такъ, чтобы 
7 АСМ, = 1408, ОМ: = кз 05 
и СМ = 05; ребра этого парал- 
лелепипеда ‘соотв тственно равны 
тремъ длагоналямъ октаэдра, а 


углы между ребрами равны угламъ между длаговалями. 


Л в-= Эс. 
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Такъ какъ пирамида есть треть призмы, им$ющей съ ней ‘одина- 
ковое основаве и высоту, то 


об. АСЕЕ КМ, „ в слрор—.АСЕЕКЬИК 
6 Е 6 


Сложивъ эти равенетва, находимъ : 


| об. ЗАВОРВ, = °° О 


К. Щиюолевь (Курскъ); Я. Полушкинь (с. Знаменка). 





06. 51 А ВОД == 





№ 253 (2 сер.). Ради упражнен! мальчику задавали вписывать 
мзломъ табличку умножен1я въ клётки большой шахматной доски. Векор® 
онъ испортилъ дв изъ этихъ клфтокъ. При нЪкоторомъ положени доски 
передъ мальчикомъ сумма чиселъь, вписанныхъ имъ въ испорченныя 
клВтки, была наименьшею; при трехъ другихъ положевяхъ доски, по- 
лучающихея при поворачиван!и ея (по направленю часовой стр%лви) 
на прамой уголъ, сумма этихъ двухъ чиселъ возрастала всяюй разъ на, 
9, т, е. евли въ первомъ положен!и эта сумма была х, то во второмъ 
она получалась 2-29, въ третьемъ — х-- 2.9 и въ четвертомъ — 5-Е 3.9. 

Предполатая, что при веЪхъ положеняхъ шахматной доски маль- 
чикъ записывалъ на ней числа пиеагоровой таблички’ безъ ошибокъ, 
опред$лить, кая дв клЪтки были испорчевы. 

Пусть первая изъ испорченныхъ клфтокъ лежитъ на х-той гори- 
зонтали сверху и у-ой вертикали слФва, а вторая-=лежитъ на х:-ой го- 
ризонтали сверху и у:-ой вертикали слЪва; тогда, принимая во внима- 
не, какъ составляется пиеагорова таблица, сумма чиселъ, вписанныхъ 
въ испорченныя клЗтки при первомъ положени доски равна, ху -- 2191. 

Во второмъ положени первая клЪтка будетъ находиться на 9-ой 
горизонтали сверху и (9—4)-ой вертикали, а вторая изъ испорченныхъ 
клЪфтокъ будетъ находитьея на 9-й горизонтали и (9—5 )-ой вертикали, 
и сумма чиселъ, вписанныхъ въ испорченныя клфтки, при второмъ по- 
ложен!и будеть (9—)у-- (9 —)у1; подобнымъ же образомъ найдёмъ, 
что при третьемъ положени сумма чисельъ, вписанныхъ въ испорчен- 
ныя клфтки, равна (9 — 2) (9 — у) + (9 —2) (9 — ул) и при четвертомъ 
положени — (9 —уж-Р (9 — м). 

Согласно услов!ю задачи имфемъ: 


(9 —жу- (9 —жди, =зуаи 9... (0) | 
(9 — 2) (9-- у) -Е (9 — 2) (9 у) =зу- аи +18... @о 
(9—Уз- (9 — ия = ау аи 27. . 0 
Преобразовавъ ур-е (2), получимъ: < 
ву и =16 . . 
вычитая (1) изъ (3), получимь = 5 й 


яму =... (5); 
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складывая и вычитывая (4) и (5), получимъ: 
в —9; у и —Т. 


Опредзливъ изъ послЗднихъ равенствъ 21 и 9; и вставивъ въ (1), на- 


‚ ХхОДИМЪ;: 
(9 — жу- (7 —уз=зу- (9—2) (71—У-°, 
откуда 
ЖЕ 
71—29 


Такъ какъ д должно быть цфлымъ положительнымь чисяомъ и 
при томъ не больше 8, то у можеть имфть толька одно значен!е, именно 
2, откуда 





1—6; 1—3; м —5, 


т, е. первая клЪтка лежитъ на перес$чен1и шестой горизонтали и вто- 
рой вертикали; а вторая кл$тка находится на перес$чен1и третьей го- 
ризонтали и пятой вертикали. 


Е. Шилолевь (Курскъ); В. Еостинь (Симбирскъ). 
№ 462 (2 сер.). Показать, что синусъ а, угла правиль- 


наго икосаэдра равенъ 2). 


_ Пусть БАВСРЕ—одинъ изъ пятигранныхъ угловъ правильнаго 

В икосаэдра. Проведемъ плоскость ВЕЁ, перпендику- 
лярную къ ребру А5 и соединимъ средину С лии 
ВЕ съ точкой Е. Очевидно, что ИС | ВЕ. Им%емъ: 


ва 
зтВЕЗ = ВЕ. 





Изь треугольника АВ@ находимъ 


Ва ОР 
аа с08 А Ва ==е0836°, : 


а изъ треугольника АВЁ — 


ВЕ ны > 
и 08 АВЕ = соз 30°. 


Поэтому . 
В 27-1 Е 
ава За 8-Е У5, 

с08 30 6 





вт ВЕЕ = зп2 ВЕС! = Эз1 ВЕ . сов ВЕ 


В. Щиюлевь (Курскъ); С. Бабанская (Тифлисъ);.Я. Полушкинъ (с. Знаменка). 





А" бест пен. 


_ 808 
№ 560 (2сер.). Рёшить систему уравнений: 
ал? -- 6? —= слу 
ау? 612? — ву 
@05? —- В =—=6531 


’ Изъ предположен!я, что одно изъ неизвфстныхъ равно нулю, вы- 
текаетъ, что и два другя равны нулю; для доказательства этого пред- 
ложен1я достаточно подставить 0 вм$сто одного изъ неизвфстныхЪ въ 
соотвфтетвующуя уравнен1я данной системы. Такимъ образомъ х, у, 3 
могутъ либо одновременно равняться нулю, —и это р$ёшен!е всегда 
удовлетворяеть данной системф, — либо одновременно должны быть 
отличны отъ нуля. 


Въ этомъ послЗднемъ случа предложенная система тожественна 


съ системой < 
-® = 
“(#)— с: (*) Чы —0 @) 
(1) — 46 (=) + =0 
2 


, ей 
откуда можно найти вообще по два значеня для отношенй р = Ут 


каждое изъ этихъ двухь значенй мы безразлично обозначимъ соотв т- 
`ственно черезъ 4, В, (. 


_Такъ какъ 


то, если никакая комбинашя р$зшенй не даетъ 
д Вибе, 


предложенная система же имЗетъ другихъ рьшен{й кром х —=у==з==0. 
Наобороть, каждая комбинащя рзшен, дающая 


А.В.С==1, 
доставляетъ безконечное число р. заключенныхъ въ ‚формулах 


== 





тдЪ х, по предположен!ю, отлично отъ нуля, а въ прочемь вполн® про- 
извольно; но эти же формулы заключаютъ въ с6б% и общее рёшеше 


| 


Дек узы д === (); 


Стоить ЛИШЬ ВЪ НИХЪ ПОЛОЖИТЬ 
д==0. 


Примьчане. Читалели безъ труда докажуть *), что, въ зависимо- 
сти отъ выбора численныхъ значенй коэффищентовъ а, В, с а 06 
ао, 6, с›— можеть имфть м$сто какъ равенство 


Аво-аь 
Такъ и неравенства 
АВО=1. 


Е. и 0. (Тамбозъ); А. Варенцовь (Ростовъ на Дону). * 


+ 
№ 89 (3 сер.). Провести окружность, касательную къ данной 
окружности въ данной точ М и нересЪкающую вторую данную ок- 
ружность такъ, чтобы хорда сБченйя была равна данной прямой т. 


Проводимъ окружность О; (см. черт.) 
касательную къ даннымъ окружностямъ 
О, и Оз соотвЪтственно въ точкахъ 
Ми М и черезъ эти точки проводимъ 
касательныя. Изъ точки (С, пересче- 
ня этихъ касательныхъ, проводимъ 
сЪкущую къ окружности О, такъ, что- 
бы внутреннй отр3зокъ. АВ равнялся 
т и черезь точки 4, В и М прово- 
димъ окружность О, которая и будетъ 
требуемой. ДЪйствительно: касатель- 
ная СД къ О равна СМ (такъ какъ 


0р= УОВ. АС—=ОМ ); послВдняя же 





равна СМ. 
С. Герасимовь (Кременчугъ); Уч. Ёзево-Печ. чимн. Л. м Р.; И. Хльбниковь (Тула) 


№Ш (3 сер.). На сторонахъ ВС и СА треугольника АВС отло-. 





жены ВО — и св— 46. Черезъ вершину С и точку О перес*- 


чен!я прямыхь ВЕ и АД проведева прямая СО, перес$кающая АВ 
въ Е. Опред$лить, какую часть АВ составляеть отрззокь ВЕ. Рьшить 
эту задачу, не пользуясь извфстной теоремой въ теор1и траневерсалей. 
Проведемъ черезъ вершину С прямую параллельно АД до ЧР 
сЗчешя съ продолжешемъь ВЁ въ точкВ М. 
Имземъ 
МС 


007" или ИС—=ОШ.п; 





*) Для этой цфли проще всего составить систему (1) ‘по заранфе выбраннымъ 
корнямъ, 
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изъ подобныхъ же треугольниковь АОЕ и МЕС имЪемъ 
а цы 40 МС Ю=00 8—1 
МС ЕС 


или: Ао 
О 
,. п(п —1) () 
Черезъ вершину В проведемъ прямую. параллельную СЁ, до перес$че- 
н1я съ продолженемъ АД въ точЕ$ К. 


Изь подобя треугольниковъ ВЕР и ОШО найдемъ 





К-т. 
Ор п-—1 
или 
ОЖ. я т 
О. т’ ОК=0Р.— и изъ (1) 
Ао 
ОЕ = и„— 1} 


ОК ВЕ ВЕ АЕ 
а такъ какъ УЕ АЕ’ (®—1 аа 


т. е. отр$зокъ ВЕ составляетъ часть АВ, равную 
П. Хльбниковь (Тулз). 


1 
(и®— 1-1. 

№ 116 (3 сер.) Не пользуясь известной теоремой въ теор!и транс- 
версалей, показать, что прямыя, соединяюция точки касаня внутри- 
вписаннаго въ треугольникъ круга съ противоположными вершинами, 
пересВкаются въ одной точкЗ. 

Пусть Ди Е будуть точки касан1я вписаннаго въ треугольникъ АВС 
круга соотвЪтственно со сторонами ВО и АС. Соединимъ А съ Ди 
Всь Е и пусть точка пересВченя прямыхь 4) и ВЕ будетъ 0. 
Докажемъ, что прямая. СО пересчеть АВ въ Р—точкЪ касаня круга 
со’ стороной АВ. Озназивъ стороны даннаго_ треугольника черезъ а, 6 
и с, а полупериметръ черезъ р, будемъ имЪть 


АЕ=рЬ— а ВО=р—5; ОЕ=ур— с. 


Проведя черезъ вершиву С прямую параллельно АЛ до перес$- 
чен!я съ продолжешемъ ВЕ въ точк$ М, мы изъ подобныхъ ыы 
никовъ МВС и ВОР будемъ имЪть 





МС_ а. ея 
ОБЬ = 2 у авг (1) 
и изъ подобя треугольниковь АОЕ и те: находимь 
40: АБ —4 





мс ЕС э- и мс. —с” 








; К РИА А: ДЕ КРУ т иена 
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или, вставляя сюда выражен!е для, МС изъ (1), находимъ 


доове о 





@ф—ф— о)’ 
откуда 
(р—5) (вр—е) 
О 


Черезь вершину В проведемъ прямую параллельно СО до пересфчен!я 
съ продолженемъ 4) въ точк$ К. 


Изь подоб1я треугольниковь ВОК и ООС находимъ 
Ок ВР р-ь Ок а . 


ПРО или 05 — О ое 





вставляя сюда значене ОЛ) изъ (2), получимъ 


6 ОК р 








ОК= 40.2 
т 
а такъ какъ 


ок_ВР „ ВЕ_р—ь 
40 АЕ’ АР ра’ 


а отсюда слфдуетъ, что Е есть точка касаня. 





П. Бъловъ (с. Знаменка); П. Хльбникевъ (Тула). 


№ 360 (3 сер.). Изь вершины прямого угла В треугольника АВС 
опущенъ на гипотенузу перпендикуляръ В.Г); изъ. точки 4, какъ изъ 
центра, описана окружность рад1усомъ В. Показать, что прямая, с0- 
единяющая любую точку К этой окружности съ точкой 0), перпенди- 
кулярна къ проходяшему черезъ точку А дламетру круга, описаннато 
около треугольника АКС. 

Пусть точка В’ есть вторая точка встрёчи прямой В), а точка 
К'— вторая точка встрзчи прямой ОК съ окружностью 4. 

Им$емъ: 


ра. рС= рВ*=ФВ.РОВ' = ОК. ОЕ, 


& потому (важно имфть въ виду, что точка Ш) по построеню лежить 
внутри обоихъ отрфзковь АК’ и АО), четыре точки 4, А, % ЕЁ’ лежать 
на одной окружности, описанной около треугольника, 'АЕС. < 

Проходяций черезъ' точку 4 даметръ этой окружности есть пря- 
мая, соединяющая центры обфихъ разсматриваемыхъь окружностей, & 
потому онъ перпендикуляренъ къ ихъ общей хордз Е ее что все 
равно, къ прямой ПК. к 








М. Зиминъ (Орель); Лежебокь и Г, (Ив. -Вознес.); Г. О (Курскъ); Н. С. 
(Одесса). 
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„_ № 372 (3 сер) Изъ точки Г), основав:я высоты АО, треуголь- 
ника АВС описана радусомъ равнымъ АЛ окружность, . пересЪкающая 
АВ и АС соотвЪтственно въ Ми №. 

Опред$лить длину хорды ММ по данному радусу описанной около 
АВС окружности и данной площади треугольника АВС. 
` Треугольники МАМ и АВС подобны; въ самомъ дл: 


ДАММ— 90° — Д РИМ— 90° —Д РАМ, 


тд$ РЫ— точка перес$ченя продолженнаго радлуса АР съ окружностью 
Т; изъ треугольника АОС находимъь С АСР — 90° — С БАС, сл8дов., 
& АММ= / АСФ, а потому 


М _ 4 
ВО-сав- 
гдз В данный рад1усъ окружности, описанной около тр-ка АВС; 
ВО.АБ 4 
отсюда ММ= р И 


гд$ Д данная площадь треугольника АВС. 
Л. Моаазаникь (Бердичевъ); М. Зиминъ (Орелъ); Я. Полушкинь (с. Знаменка) 


№ 387 (3 сер.). Рьшить уравнене. 
д — 912 ум -2==0. 
=. Ч 
Положивь Ил“ =, откуда д == Уу?, (1), 


преобразуемъ данное уравнеше къ виду: ь 
у — 9—2, +2==0, или 
(у— 1) (у 2, |2) ==0, откуда 
у— 1 иу—— 1 = У— 1: 


Внеся эти значеня въ уравнене (1), получимъ значешя х. 


И. Величко (Могилевъ губ.), Лежебокь и Г. (Ив,-Вознесенскъ); Я. Полуш- 
кин СЫ С. Фридрихь (Ковно); А. Д. (Иваново-Вознесенскъ). 


ОБЗОРЪ НАУЧНЫХЪ ЖУРНАЛОВЪ. 


МАТЬ. 


1896. — № п. © 


А1гез еф уоинез ге а 8 & 1а спашейЙе. Раг М. С. Е. (аиеа. Задачи 
о квадратурахъ и кубатурахъ кривыхъ обыкновенно рфшаются чрезъ интегрирова- 
не; въ частныхъ случаяхъ подобныя задачи могутъ быть ршаемы’но методу Архи- 
меда, т.е. непосредственно чрезь отыекане предъла-суммы. бёзконечно малыхв. Поль- 
зуясь этими методами, М. \\азтее!5 находить квадратуры чтьиной лини и трактриссы 
и объемъ и поверхность исевдосферы. 
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Те ргоёше 4е 1а @прНса оп @п спе. Раг М. @. Гопесратру. Задача 
объ удвоени куба приводится къ рфшеню ур-н!я 3-й степ. и рфшается геометри- 
чески при помощи круга‘и одного изъ коническихъ сфченй. М. Гопвсватрз ука- 
зываетъ простой способъ р-шен!я этой задачи при помощи круга и параболы. 

ВЮНовтарШе. Е]етлегиаег Этегеотенй аЁ С. Тие?. СорепВазие. 1896. 

Соиг$ 4е Свотенле р]апе. Раг Г: Фоща. Глёве. 1895. 

П1е бгипасеБИ4е 4ег еБепеп Сеотенле. Уоп 7. Ебеграга. Гера. 1895. 

Г.6сопз 4е Созтортарше. Раг. М. Е. Тиззегана. Раг1з. 1895. 

Сош:$ Фапа1узе 4е Гьесое Ро|уиесьаие, Раг. М. С. Уог4ал. в Ш. Рам5. 1896. 

Весией 4е ргоётез 4е пафётанаиез. Раг С. А. Гайанё. Ран$. 1896. 

М№Мофез ехфтаЦез 4е 1а соггезроп4апсе шафи6таЯчие еф рпуз1ате. 14. №ц- 
чеЙе айхсизяоп 4е РёдиаНоп вёнетайе 4ез соигез 4и зесоп Чеете. 


Ур-ше 
Ау? - Вху -- Сх? + Ру Ех ЕЕ =о 


преобразуется въ другое, симметричное относйжельно х и 4, причемъ осью симмет- 
ри будетъ биссектрисса угла между новыми осями координатъ. 

15. Рот 4е Гетоте. Историческая справка относительно задачи: найти точку, 
сумма квадратовъ разстояй которой отъ сторонъ многоугольника была бы 
тшипит. . р 

Зо1110тз 4е диез0п8 ргорозбез. №№ 505, 1006, 1007, 1008, гото. 

пез 013 4’ехашен №№ 764—767. : 
пез 018 ргорозбез. №№ 1093—1096. 


1896.— № 12. 


Ргорг16ф68 @ез сегс1ез 4е Спаз1ез. Раг М. Е. М. Вайяен. 111—153. Про- 
должене перечислен!я свойствъ круговъ Шаля. (См. обз. „Маез1’а“ за 1895). 
В№НостарШе. Ноёпё \/говз1. Сгасоме. 1896. 5. Пеяет. 
А]ерга!с Апа]у$15. бошИол$ апа Ехегс1зе5. Ву @. 4. ИУгиионь. Возюп. 1889. 
Тгаиё 4’Апа]узе. Раг В. Рсага. +. Ш. Раг15. 1896. 
Тесопз зиг 1а {Нвоме рёпёга!е 4ез зигЁсез. Раг @. Дагфоих. Раш. 1887—1896. 
Сеотлена сепега! Раг Сага 4е Са@4еапо. Гагаеоза. 1895. 
Ап Еетешагу Тгеанзе оп 1214 Рупаписз. Ву И’. Г. Гои4он. Меу’-Уогк. 1896. 
Тп4ех орегит Г.еопага! Ещеги. Навеп. У азШиемоп. 
ВесиейЙ 4е рго лез 4’'АгивтеНаие$. Раг Е. Сейп. Нцу. 1896. 
Аппиаше роиг Рап 1897 раг Вигеаи 4ез 1опениаез. Рам. 
Вёремоше ЫБПоргарЬ1 ие 4ез 5<1епсез таётанацез. Раш. 
Соигз 4е РИН Чезстриуе. Раг Атопиит. Раг15. 1897. 
Реигез 1аез 4е 1обагИВтаез. Гефёрие. Втихе|ез. 1896. 
Мое ша Ибта аще. Зи’ 1а диезНоп 949. 
Зо опз 4е ацезИопз ргорозбез. №№ тоот, то1т, 1012, 1070. 
пез 1013 4’ехатен. №№ 768—775. 
0е3ф018 ргороз6ез. №№ 1092—1100. 


г Д. Е. 
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